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Sumário 
Alguns aspectos de complexidade de algoritmos puramente funcionais sao considerados, dentro de um 
modelo de execw;ao de iinguagens de alta ordem, náo estritas. O problema de espa~o residente criado pelo 
critério de execu~ao é estudado para alguns e:r.emplos, e solu.;oes sáo propostas para os c&aos aualisados, 
usando uma varia~ao da técnica de programa~ao transformacional. 

Abstract 
We consider so me aspects of complexity of pure!y applicative algorithms, in higher-order, non-strict 
languages. We study the increased resideucy probiem (if compared to the corresponding imper21tive 
versions of the same algori.thms) due to !azy evalu21tion of the language, which is exemplified in sorne 
basic definitions. F'or the cases in question, solutions ",re proposed lliling a variati.on of the methods of 
transforn1ational programming. 

<> Engenheiro de Eletronica (KTA, 1977), M. Se. em Comput21~ii.o (UFPE, 1981), Ph. D. in Com­
puting (Kent, UK, 1985). Áreas de interesse: linguagens funcionais, complexidade de algoritmos, 
teoria da comput~ao, arquiteturas náoqvon-NeumaiUl. Endere~o: Departamento de Eletrünica e 
Sistemas, UFPE, Cidade Universitária, 50.000, Recife-PE, Brasil. 



244 

N esta Kntrodu~ao, o nosso objetivo é mostrar porque as linguagens funcionaís sao necessárias a ahvi­
dade de produ~ao de software, visto como ciencia ou engenharia. 

Há muito tempo que se fa.la na crise de software. Esta,, para a computa~ao, pode ser comparada a 
crise do petróleo, na década de 70, em rela~ao aos seus custos e efeitos na sociedade. 

O custo decrescente de hardware, juntamente como aumento de complexidade dos pacotes de software, 
e consequente aumento dos custos de especifica~iio, escrita e teste dos mesmos, faz com que se estime, hoje 
em dia, uma. razii.o de 4 para l entre os custos de software e hardware em sistemas integrados [Boehm 81]. 

Claramente, a ciencia de software deveria buscar uma solu~ao para tal problema, da mesm¡¡, forma que 
VLSI é urna solu~áo, nem que seja temporária, para o custo de hardware. Analisando o desenvolvimento 
das linguagens de programa~áo de uso geral, dos anos 50-60 até agora, ve-se que estas nao mudaram 
muito, e em muitos casos, mudaram para pior. 

Lingua.gens de programa<;ao deveriam ser usadas para especificar, de forma executável, o problema 
que o programador quer resolver. Isto significa que uma boa linguagem de programac;áo tem que ser 
programmer-friendly: afina! de contas, ela teria sido criada para facilitar a vida do programador. 

Agora consideremos o caso de ADA™ [Honeywell80]. ADA foi desenvolvida quando já se sabia das 
causas e efeitos da crise de software, e um dos seus objetivos é justamente contornar as causas da crise. 
No entanto, numa análise de complexid<>de da linguagem, Bjl1)rner e Oest (em [Bjprner et al 80]) dao um 
grau de complexidade 8 para ADA, relativo a 1 para ALGOL60 e 5 para PL/L Como os programadores 
que já tentaram escrever um programa em PL/I devem se lembrar, ela nao é exatamente urna linguagem 
que se possa chamar de fácil, e isto coloca ADA numa posi~ao bastante incomoda. 

Aumentando a comp!exidade da linguagem, aumenta-se a dificuldade de uso, juntamente com a 
probabilidade de erros de programac;ao, e, talvez muito pior, torna-se impossível a manipula~áo formal de 
programas -como transforma<;ao e prova de correc;ao. O resultado óbvio é um "umento, e niio diminui~iio, 
do custo de software. Urna possível conclusáo é que a mais provável contribuic;ao de linguagens como 
ADA é agravar, e nao resolver, ou mesmo amenizar, a cóse de software. 

Ao invés de linguagens cada vez mais complicadas, as quais, a parte das críticas acima, também nao 
ajudam a produtividade do programador, o que se precisa é de linguagens simples, mas que englobem 
conceitos (de programa~iio) mais poderosos. Este é o caso do estilo tratado neste artigo. A seguir, 
apresentaremos alguns aspectos da linguagem de programa~ao KRC (Kent Recursive Calculator), desen­
volvida na University of Kent at Canterbury, UK, pelo Prof. David 'I'urner. A apresentac;ao é informal 
e segue a mesma linha de [Turner 82b]. A sintaxe e semántica denotacional formais da linguagem estiío 
especificadas em [Meira 85t]. 

O termo programa~ao denotacional é usado para acentuar o fato de que a nossa preocupa~áo é com a 
real forma dos objetos dos quais as nossas defini~óes tratam, e nao com o processo através dos quais eles 
sao construídos. U m exemplo disso é a defini~áo, em KRC, da fun¡;áo fatorial: 

fatorial O = 1 

fatorial n = n • fatorial ( n- 1 ). 

A primeira equa<;ao define o caso ba.se para a fun<;ao, ou seja, o fatoria/ de O é 1. A segunda equac;ao define 
os casos restantes, recursivamente, e é claro que fatoria/ é urna fun<;ao total em N, o domínio dos números 
naturais. Note o uso de pattern matcbing na primeira equat;áo, funcionando como um condicional. 

O estilo informal de programat;ii.o que discutimos aqui é baseado em equa<;oes recursivas de alta 
ordem (2 1), nao estrito, e usa conceitos da teoría dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel [Mendelson 79]. 
1 Termo devido a Christopher Strachey. 
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Neste contexto, nao estrito significa que os pararnetros reais de defini<;oes, sernanticarnente, sao passados 
por nome, ou que o m.eca_uismo de execuc;:io da 1inguagem é "preg-ni~oso" ou lazy. Nao há atribui-:;3o 
(assignment) de valores a v~riá.veis -porque náo há conceito de arn1azenamento, efeitos colaterais náo 
existem, e também n<io há conceito de controle como eJn hnguag;ens imperativas. 

Ern KRC, fun<;oes sao cidadiios de primeira classe, i.e., podem tanto ser argumento como resultado 
de outras ftm<;oes. Todas as f=<;iíes sao tratadas como fun<;oes de apenas 1 pariímetro. Por exemplo, 

some a b =a+ b 

é urna funr;ii.o de um parámetro que, quando aplicada somente ao parametro real77, em some 71, retorna 
a fun<;ao (de 1 parametro) 

(some 11) b = 71 + b. 

Tal dispositivo é chan1ado cur::·ying2, t é de fundamenta! importancia para o estilo de programa~iio fun­
cionaL KRC é urna linguagem "estática": os valores de objetos descritos na linguagem nao mudam com 
o tempo. 

A parte de objetos escalares como números, strings, fun<;oes e boo!eans, KRC !ida com um único 
tipo estmturado. a lista. Listas sao cole<;iies de objetos de qualquer tipo -KRC é weakly-typed, ver 
[Strachey 721- exemplos b"sicos de listas sao: 

if) 1985] [fatorial, 1 í!;, [], 

o último dos quais é a lista vazia ou ulL Atgumas opera<;oes definidas sobre listas sao: 

a : x adiciona o objeto a a frente da lista x, é equivalente a opera~ao ( cons a x) em ILISP; 

hd x retoma o primeiro objeto da lista x, isto é, o bead de x; 

ti x retorna a lista x a menos do seu primeiro objeto, i.e., tail de x. 

O construtor ":" também pode ser usado em defini<;oes baseadas em "patiern matching", de tal forma 
que podemos definir 

hd(a:x)=a 

t/(a:x)=x, 

e tanto hd corrto da !ista vazi2, sáo indefinidos) ou) semanticamente 1 _l (bottom}. 

Usando tais conceitos básicos, a fun<;iw :C (somatória) sobre urna lista de números pode ser def.mida 
cmno: 

•omat [ 1 =O 

torrM~&i (a: x) = tJ + l§omat x. 

A explica(<io desta defini.<;ao é triviaL Se assum~rmos que RilJ.n1. r~presenta os objetos de tipo número e 
i *] representa o tipo lista de ~' 1 o bpo da d,efru~<;i.io a.cima é 

oomat :: 

ande "::" é !ido tem tipo. 

Um exemplo de uso de func;oes de a.lta ordem é a defini<;ao de map 

map [ 1 = [] 

(a : x) = f a : map / x. 

map é urna fu_w;ao de tipo 

__________ (~·"_-> "*) _., [•] _., [**1· 
2 Em homenagem ~ H<l-skell B. Curnr. 
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O resultado da aplica~ao map g 1 é aplicar a fun<;ao g a todos os elementos da lista l. Para o tipo de 
dados [[m.Im1], ou seja "lista de lista de mmm" (representando matrizes ... ), pode-se definir a funr;áo 

mat•om = map •omat, 

que computa a somat6ria das linhas (poderia ser colunas) da "matriz" a qua! é aplicada. 

Outra defini~ii.o que faz uso do mesmo conceito é 

filter cond [ 1 = [ 1 
filter cond (a : x) = a: filter cond x, cond a 

= filter cond z, 

que também serve para demonstrar o uso de equa<;oes condicionais (guarded equations) em KRC. O 
resultado de filter é a lista de entrada m<enos os elementos para os quais o teste cond a é Jl:';:¡lse. Por 
exemplo, para 

impar b = b % 2 \ = O, 

onde a % b indica o resto da di.visáo de a por b e \ = representa diferente de, podemos definir 

impares = filter impar, 

a fun~ao que elimina números pares da s11a lista-argumento. 

Note como a jun~ao de map e sarne,t para formar mal:sorn e de filter e impar para formar impares é 
extremamente simples e natural. Esta moduíariza~áo e acop!arnento, que é possível no tipo de liugul'!gem 
do qua! KRC é um representante, é ·pe~a fundamental do estilo de pi'Ograma.r;ao que defendemos. Em 
linguagens imperativas como FORTRAN ou ADA, o exereicio acima nao pode ser resolvido coma me."""'" 
facilidade, e certamente necessitará reescrit1.ua do program:o inicia!menr.e desenvolvido pari1 implementar 
ji/ter ou map. Devido a ausencia do conceito de func,óes de alta. ordem, pode-se dizer qu~ fi.ltef e rnag¡ 

niio podem ser implementados em tais linguagens. 

Mais um exem¡plo: Sorting 

Considere a defini~áo de ordemt¡;áo por insen;iio sorting)c Esta pode ser implementada. em 
dois passos. Primeiro 1 define-se urna func;áo que in2,ere ur_n objeto (compar3.vd sob ::::;) em urr1a Esta já 
ordenada (so b :$): 

ineert" []=[a] 
inseri a ( b : ;¡;) = a : b : z, a <= 

= b : insert a x. 

E m segundo lugar, definimos a fun~áo que cuida da ordenac,áo 

ivMort [ ] = [ 1 
insort (a : ~) = inee•·t a ( aort x ). 

Dignos de nota, nesta definí~áo, sao a clareza com que o algoritmo foi especifia,do e a facilidade com qu~ 
se pode derivar urna prova de sua corre~áo total (ver [Meira 82] para tal). É import.,ill.te notar também 
que a complexidade, no tempo, desta definic,ao é a mesma do programa imperativo que implement& o 
mesmo algoritmo usando arrays (ver [Sedgewick 831 por exemplo ). A complexidade espacial da defini~ao 
funcional acima é discutida na Se~ii.o 6. 

Estas formam uma das partes mais interessantes da linguo.gem KH.C. Defi_ui~Oes usáilldo expre~\:->Óes 
ZF sao extremamente compactas e auto-explicativas, 2>s vezes ao ponto de serem, ao mesmo tempo, a 
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especifica<;ao, soiU<;ao e documenta<;ao de um problema. Tome como primeiro exernplo a defini<;ao ZF da 
func;ao impares já vista anteriormente: 

~·mpare8 li = {n! n <- lt:; ·impar n}. 

Esta definic;ao é !ida "a lista de todos os objetos n tirados da lista li tal que impar n". 

U m exemplo mais complexo é a definic;ao da func;áo que gera todas as permutac;óes dos elementos de 
urna lista li, 

permg [ ] = [[ ]] 

per"'""' /i = {a : p 1 a < - /i; p < - petm8 (li - - [a])}, 

onde -- é o operador diferen<;a sobre listas (e.g. [1,2,1,9] -- [1] = [2,1,9]). permn, juntamente 
corn u.m predicado que decide a ordena<;áo de listas (sob $) 

orden li = a.nd {/i i <= li (i + 1) J <- [i .. #li -1]}, 

onde 

ii i é o i-ésimo eiemento da lista li; 

[n .. m] éalista[n 1 n+1 1 ···)m]; 

#li é o tamanho da lista li e 

and [] = irue 

and (t~ue: x) = and x 

and (falae : z) = fa!se 

pode ser usada para especificar o problema de ordena~ao sem usar nenhum "algoritmo" específico: 

nort li = hd {p 1 p <- permn li; orden p }. 

Apesa.r de executáve!, esta defini~ao tem complexidade fatorial, o que a torn& absolutamente inútil na 
prática. 

Para um 3.lgoritmo be m mais rápido (O( n log n)), que ene erra os exemplos e a apresenta<;ao do estilo 
de programa~iío, considere nossa defini;;ao do algoritmo de quick sort [Hoare 62], usando expressóes ZF: 

quiclc [ J = [ ) 

quick(a:z)=quiclc{blb <-x; b <=a} ++a:quiclc{blb <-x; b>a}. 

A beleza e concisiio desta. defini<;ao é melhor apreciada quando em compara<;áo com defini<;óes imperativas 
do mesmo algoritmo (ver [Wirth 76], pp. '76). 

4" Complexidade de Algoritmos Fundonais 

A seguir nós consideramos a complexidade das defini<;oes funcionais de fatorial, insertion e quick sort, 
comparando a complexidade dos equivalentes imperativos. 

O modelo de execm;áo que adotamos para a análise de complexidade é o de sistemas "pregu.i~osos" 
de reescritura (lazy term rewrite systems [Huet & Oppen 80) ), que é ótimo em rela~ao aos proble­
mas aqui discutidos. Modelos práticos de implementa~áo de linguagens funcionais, tais como combi­
nadores [Turner 79a] terao eficiencia necessariamente mais baíxa, pelo menos por um fator constante (ver 
[Meira 85t]). Díto isto, a análise aqui apresentada se refere ao limite inferior da complexidade média. das 
definisOes. 

A paJavra pregu.ir;oso acima se refere ao fato de que os termos em questao sao reescritos em uma 
ordem mais-a-esquerda/mais-externa, e também (impl.icitarnente) que qualquer sub-termo compartilhado 
é computado no máximo urna vez. Este mecanismo informal é equivalente ao fully lazy normal graph 
reduction para o A-cálculo [Wadsworth 11] e lógica de combinadores [Tumer Sla.j. Agora passemos a 
an:ilise prcmetida, onde T é a complexidade temporal e R é a complexidade esp<1cial em ~eg, o nosso 
modelo de execu.<;ao. 
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A nossa definic;ao funcional de fatorial é linear no tempo -T (fatorial n) = O(n)- e no espac;o -
- R (fatoria/ n) = O ( n). O último fato se deve a mesma razao da definic;áo imperativa recursiva ser 
linear em espac;o. Basicamente, para se calcular fatorial n, é necessário trabalhar ao contrário e descobrir 
primeiro o fatorial de O, 1, etc. Assim sendo, tem-se 

fatorial n = n * ((n- 1) • (· · · * 1)) 

o que implica em R(fatorial n) = O(n). A história, no entanto nao acaba aqui. 

Como todo principiante sabe, urna alternativa mais eficiente do que o programa imperativo recursivo 
é um programa for, 

1 := 1; 

Jfo~ e := 1 to n do f := f * e; 

para o qua! a complexidade espacial é constante. 

Urna altemativa imediata para melhorar a eficiencia da definic;ao funcional é reescreve-la imitando o 
programa acima, o que é possível usando tail recursion: 

fatorial n = tfat n 1 

tfat O reo = reo 

tfat n reo = tfat ( n - 1) ( n * res). 

Infelizmente, a nova definic;ií.o tem a mesma complexidade da definic;ao puramente recursiva apresentada 
anteriormente. Em KRC, como na maioria das linguagens nao estritas, os parametros reais das defini~iíes 
sao passados "por necessidade" (calJ-by-need), isto é, com a mesma semiintica de call-by-name, mas 
computados urna única vez, quando seu valor é requisitado pelo mecanismo de execu<;ao. O segundo 
parametro de tfat só te m seu valor requerido quando do término (e consequente impressii.o) do cálculo de 
tfat. Daí, o cálculo procede segundo os estágios a seguir: 

fatorial n = tfat n 1 = tfat ( n - 1) ( n * 1) = 
= tfat (n- 2) ((n -1) * (n * 1)) = · · · = tfat O (1 * · · · ((n- 1) • (n * l))) 

com o segundo parametro crescendo em tamanho a cada nova chamada recursiva a tfat. O primeiro 
parametro ocupa espa<;o constante, porque é computado a cada chamada, para decidir a termina<;ií.o de 
tfat (e m tfat O re• = re•). 

Na realidade, este comportamento só será eliminado se conseguirmos for<;ar a computa<;ao do segundo 
parametro de tfat a cada chamada. Tal procedimento é seguro, pois preserva a semantica da defini<;ao, 
dado que tfat n res # j_ se e somente se tanto n como rea sao diferentes de _l. Assim, pode-se escrever 

tfat n res = res, re a > O & n = O 

= tfat ( n - 1 ) ( n • re•). 

Analisando a condi<;ao na primeira equa<;ao, tem-se 

res > O & n = O = true & n = O = n = O, 

supondo que o domínio de fatorial é N. A semantica de &, 

j_ & ezp = j_ 

hue & exp = ezp 

fais~ & exp = false, 
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garante que o segundo parametro de tfat é sempre computado (porque ele é o primeiro de & e este é 
sempre computado). Consequentemente, R (Jatorial n) =k. 

Urna crítica séria a este tipo de procedimento é que ele vai contra os princípios de programa~ao 
denotacional advogados neste artígo. Em outras palavras, o desenvolvimento anterior mostrou que o 
programador tem que se preocupar com o método de constru<;ao dos objetos com que trata, de forma 
a tomar sua computa<;ao mais eficiente. Enquanto reconhecemos que este possa ser um dos ca!canhares 
de Aquiles deste estilo de programac;ao, a conversa nií.o acaba aqui, e a contra-argumentac;ao tem tres 
aspectos diferentes: 

1- Justamente porque a primeira aproximac;áo a soluc;ao foi denotacional, é possível aplicar com 
mais facilidade transforma.<_;Ües que tornam a especificaytio mais eficiente 1 e provar que tais tra.ns­
formac;iíes nao modificaram o significado da definic;ao por onde comec;amos; 

2- Existem métodos automáticos que podem lidar corn, por exemplo, transforma<_;áo de call-by-need 
para call-by-value [Meira 84, Mycroft IH]. Um destes métodos, aplicado a tfat, tomará aquela 
definic;ií.o tao eficiente quanto a que conseguimos adicionando o teste redundante no condicional; 

3- Em linguagens nas quais o programador pode definir tipos abstratos de dados e seus construtores, 
com a facilidade especial de especificar /eis que guiam o WJO de construtores, como MIRANDA 
[Tumer 84] o trabalho de transformac;ií.o de programa pode fazer parte da fase de especifica.c;iio 
do tipo de dados com que se !ida. Por exemplo, se o operador * de um tipo de dado irut®iro 
é de!i..nido como senda associativo, a primeira delini<;ao de fatorial que usamos tem residencia 
constante. Para outros exemplos usando a mesma idéia, ver [Meira 85e]. 

O leitor atento já deve ter descoberto que a defini~ií.o de insertion sorting na Se<;áo 2 tem complexidade 
espacial linear. Para ordenar urna lista [l1, /2, · · ·, I~J usando ineor!, o mecanismo de execu~áo primeiro 
cria o fechamento 

que ocupa espa~o O(n). Como a lista resultante da ordena<;iio tem tamanho n, o uso de espa<;o por insort 
é constante, O(n). 

O algoritmo imperativo, usando arrays, tem complexidade espacial constante (ver [Sedgewick 83]). 
Para ter complexidade constante, o algoritmo funcional precisa ser modificado de tal forma que o fechamento 
discutido acima nao é criado. Novamente, usando tail recursion, definimos 

trinsort [ ] = [ ] 

trinaort (a: x) = trins [] [a] x, 

ande trins é urna fun~ao de tipo 

trins ::lo-> lo-> [•]-> lo, 

e lo representa o tipo "lista ordenada de •". Uma possívei defini~ií.o de trine é 

trina 1 [] (b: y)= trina [] (1 ++ [b]) y 

trina 1 x [ ] = 1 + + x 

trins l (a: x) (b: y)= trins (/++[a]) x (b: y), a< b 

= trins [ ] ( 1 + + b : a : x) y. 

A prava de corre<;ao desta definic;ao por induc;ao estrutural [Burstall 69, Meira 82] é imediata.. 

Assumindo que o espa~o usado por [a] ++ b é o mesmo usado por a : b (obviamente, se b é urna lista, 
[a] ++ b =a: b), esta defini~ao usa espa~o constante, porque em qualquer estágio da computa<;ao o 
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espac;o ocupado por 1 ++ a : x ++ b :y é o mesmo ocupado pela lista a,rgumento de trin•ort. Resolvido 
o problema de complexidade espacial, mas infelizmente criamos um problema no tempo, devido ao uso 
do operador ++ na terceira e quarta equac;iíes de triYM. 

Considere a computac;ao de 
((!, ++ lz) ++ · · ·) ++ ln, 

um fechamento da mesma forma que o criado e m trino. Este é representado pela árvore (degenerada a 
esquerda) 

++ 

Por sua vez, o operador ++ ( append, em forma prefixa) é especificado pela definic;ao 

append [ ] y = y 

append (a: z) y= a: append z y, 

donde se concluí que a lista a esquerda de ++ tem que ser percorrida até o último elemento, para que 
se compute l; + + 1¡. N a árvore acima, as seguintes listas sao percorridas in totum: 

/1 ++ lt ++ ls ++ · · · ++ 1•-1 

para que se compute a lista final. Isso implica numa complexidade temporal O(n2 ) para tal computa,c;áo. 
Em trin•, um fechamento deste tipo tem que ser computado a cada passo. Em n passos, teremos urna 
complexidade temporal O(n3 ), o que faz o algoritmo urna ordem de magnitude mais lento que o seu 
equivalente imperativo. 

Para resolver tal problema, considere primeiro a defini<;ao 

reverso [ ] = [ ] 
reverse (a: z) = reverse z ++[a], 

que especifica a func;áo que inverte urna lista, i.e., 1~ = 1., 1~ = 1._1 , etc. A complexidade temporal de 
reverae é O(n2 ), pela mesma raz3o acima. Mas se a reescrevermos como 

reveroe x = rev x ( ] 

rev (] y= y 

rev (a : x) y = rev x (a : y), 

sua complexidade temporal é linear em #x. Aplicando a mesma idéia. a definic;áo de trino, e usando 
reverse para inverter a lista. criada. em cada ciclo por trino (porque reverse (revef8e z) = x), tem-se 

trins 1 (] (b: y)= trins [] (reverse l ++ [b]) y 

trina / x [] = reverse l ++ x 

trinE l (a : x) ( b : y) = trins (a : 1) x ( b : y), a < b 

=trina [] (reverse l ++ b: a: x) y. 

A complexidade temporal de trino agora, é O(n2 ), e a espacial é constante, ou seja, nossa defini~áo 
tem a mesma eficiencia do algoritmo imperativo. O leitor pode verificar que as tranforma~iíes aplicadas 
preservam a semántica de trino. 
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O último caso a ser analisado é a defini~;ao de quick sort. Em implementa~oes imperativas, pode-se ter 
urna versao deste algoritmo de tal forma que a complexidade temporal média é O(nlogn), com pior caso 
O(n2 ), e o pior caso para a complexidade espacial é O( logn), quando se elimina recursao. Relembrando 
nossa defini.;ao de quick sort 

quick [] = [ ] 

quick(a:x)=quick{b]b <-x; b <=a} ++a:quick{b]b <-x; b>a}, 

observa-se, em primeiro lugar, que ela nao faz nenhuma concessáo a eficiencia. Por exemplo, a parti<;ao 
das listas é feita simplesmente percorrendo cada lista duas vezes para extrair os elementos :::; a e > a. 
Como já foi visto em casos anteriores, também há urna componente quadrática na complexidade - agora 
menos séria- devido a complexidade de computa<;ao de séries de ++ 's. 

Considerando que o problema gerado por ++ pode ser resolvido como nos casos anteriores, o u usando 
outras regras de computa<;ao para ++ [Sleep & Holmstrom 82], vamos concentrar a aná!ise no que nos 
parece o principal problema desta defini<;ao, que é o uso de espa~o. Primeiro considere o melhor caso, 
em termos de complexidade espacial, que é a lista de entrada já ordenada (este é o piar caso no tempo!). 
Para simplificar a aná!ise, assume-se que todos os elementos da lista sao diferentes entre si. Neste caso, 
para a lista ordenada, todas as sub-listas geradas a esquerda de ++ sao vazias, e as listas a direita tem 
tamanho n- l, n- 2, · · ·, l, e somente urna deJas existe em um determinado tempo. A complexidade 
espacial total, considerando que "lista de entrada é impressa a medida que o resultado é computado é 
O(n), máxima. Na verdade, o espaco extra usado é constante, assim R.(quick 1) =k. 

O piar caso para a complexidade espacial é quando o inverso da lista ordenada é a entrada de quick. 
Agora, as sublistas a esquerda de ++ tem tamanho n- 1, n- 2, · · ·, l, somente urna existindo em 
um determinado momento. As sub-listas a direita de ++ sao todas vazias, mas, como o mecanismo 
de execu,iío é pregui-;oso, elas nao sao computadas até que a necessidade abriga a tal. Isto significa que 
fechamentos contendo sub-listas de tamanho n- l, n- 2, .. ·, 1, sao retidos até que a computa~ao de 
++ exija sua redu<;ao, o que implica numa complexidade espacial O(n2 ). 

Em média, se a árvore de ++ 'sé balanceada, a complexidade espacial é dada pela fórmula ~(n) = 
~(n/2) + n, ou R(quick l) = 0(2 * (#1)), o que é muito pobre comparado com o melhor algoritmo 
imperativo. 

Observando que a causa deste comportamento é pregui<;a, nós podemos derivar urna soluc;ao de 
complexidade espacial O(n), forc;ando a reduc;ao das listas em todos os níveis, independentes de las estarem 
a esquerda ou a direita de ++ . Isto é feito em 

quicker [ ] = [ ] 

quicker [a] = Í a] 
quicker (a : x) = sp/it a[ 1 [ 1 x 

spiit a ieft right [ J = quicker left + + a : quic/,er right 

split a left right ( b : x) = ap/it a ( b : left) right x, <= a 

= aplit a left ( b : right) x, 

que é O(n) em espa~o no pior caso. Niio faz sentido, em urna linguagem recursiva) eliminar recurs3.o, a 
nao ser em termos dos detalhes de implementac;ao da linguagem. Assim senda, nao tentaremos melhorar 
a eficiencia deste algoritmo ainda mais, apesar de o nosso arsenal de transforma<;oes ainda nao ter se 
esgotado (ver [Meira 85t]). Em termos práticos, a definic;ao acima é comparável a melhor definic;ao 
imperativa, e este era o objetivo inicial deste exercício: mostrar que é possível, usando linguagens como 
KRC, ter todas as vantagens que podem ser tiradas da sua elegancia semantica, sem necessariamente ter 
que usar algoritmos e defini~Oes impraticáveis. 
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Este artigo mostra urna das pontas do iceberg de programa<;ao funcional, a transforma<;ao de especi­
fica<;oes em defini¡;oes eficientes. Em alguns casos, esta tranforma~;ao nao é necessária. Um exemplo disso 
é a defini<;ao de perma na Se<;ao 3, que é teoricamente quase ótima. 

Nos casos em que transforma<;Ües sii.o necessárias, el as sii.o realizadas usando o mesmo formalismo (a 
linguagem de programa<;ao), mantendo o mesmo ambiente usado na especifica<;ao, o que certamente ajuda 
no desenvolvimento de programas. Apesar de termos usado um método informal neste artigo, todas as 
transforma¡;oes usadas podem ser realizadas formalmente, passo a passo, acompanbadas de urna prova 
de corre<;ao de cada nova equa<;ao gerada. Dado a complexidade de tal exercício, ele é viável somente 
quando um sistema automático possa verificar a validade das transforma~;oes utilizadas. Tal sistema -
que já existe para prova de corre<;iio de programas, LCF [Milner et al. 77] é um exemplo, poderia mesmo 
aplicar transforma<;oes dementares sem interferencia do programador. 

Finalizando, ternos a dizer que, tendo sido ganbo o argumento filosófico e psicológico e m favor de 
linguagens funcionais como KRC e MIRANDA para desenvolvimento de software, em detrimento de 
FORTRAN e coisas do mesmo tipo, resta agora vencer a barreira que ainda impede o uso em larga escala 
de linguagens funcionais: eficiencia e velocidade. Este trabalho é urna contribui~áo a solu~iio do primeiro 
problema. 

Este artigo foi composto em l3''JEX, e ímpresso numa Canon LBP-10 Laser Printer, no Computing 
Laboratory da University of Kent at Canterbury. Gostaria de registrar meus agradecimentos ao Comput­
ing Lab por ter me dado acesso aos recursos acima. 

Agrade~o a Pedro Silveira pela ajuda na tradu~ii.o de alguns termos técnicos para o Portugués. 

Este trabalho teve o auxílio financeiro do CNPq, Proc. 200.510/81, e do Departamento de Eletrónica 
e Sistemas d<t UFPE. 
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